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Punctaj din oficiu................. ... ...

Problema 1. O multime A de numere reale pozi-
tive cu cel putin 3 elemente are proprietatea: oricum
am lua doua elemente distincte x, y ale ei, are loc
relatia zy > = + y.

a) Aratati cd x > 1, oricare ar fi z € A.

b) Aratati cd zyz > = + y + z + 2, oricare ar fi
elementele distincte x, y, z ale lui A.

Solutie. a) Daca x,y € A, atunci 2y —y > x > 0,
deciy(x—1) >0 5p

Problema 2.
pentru care exista un numar natural n (care depinde
de a) astfel incat numarul A = Vn+2a+vVn+a? si
fie rational.

Determinati numerele naturale a

Solutie. Trebuie s existe k si [ numere naturale

astfel can=%k>—-2a=102—-a?>>0................ 3p
Cautam deci k,l € N astfel incat (I — k)(I + k) =
R 3p

Daca a este impar, atunci a? — 2a este impar si
putem lual—k =1, [+ k = a® —2a, adici | = %

a?—2a+1
2

sin=( )2 — a?. Pentru a obtine n > 0 trebuie

2 - A 1w
“_37‘”1 > a, adicd a(a—4)+1 > 0, ceea ce se Intampla

doardacad a =5 .. ... 6p

Diny >0reiesex —1>0,deunde x > 1...... 5p
b) Aratam ca cel mult un element al multimii A este
< 2. Intr-adevir, daci z, y€e A x <2y # x, atunci
y> =1+ >1+1=2................... 3p
Daca x, y, z sunt elemente distincte ale lui A, atunci
putem presupune z > 2 si avem xyz > z(y + 2) =

TY T T2 oot 4p
Apoizy4+axz>ax+y+ax+2>2+x+y+ 2 de
unde reiese concluzia ceruta ...................... 4p

Daci a este par, atunci a? — 2a este par si putem
lnal —k = 2, [ +k = 2520 adicg | = ©2=2044

2 2
2 ) .
(%)2 — a?. Pentru a obtine n > 0 trebuie

n =
% > a, adica a(a—4)+4 > 0, ceea ce se iIntampla
doardacaa=0,a=2saua >26................. 6p

Dacd a = 1, 3 sau 4, atunci A = v/n+2++v/n+1,
A= Vn+6++vn+9sau A = +Vn+8++n+ 16;
in toate cele trei cazuri A nu poate fi rational pentru

niciun numar natural n, deoarece nu exista patrate

perfecte > 1 cu diferenta egala cu 1, > 6 cu diferenta

egala cu 3, respectiv > 8 cu diferenta egala cu 8.
Multimea valorilor lui a este N\ {1,3,4} ....... 3p

Problema 3. Trapezul ABCD are AB || CD si AB =2-CD. Fie AE L BC, cu
E € BC. Aratati ca triunghiul ADE este isoscel.

Solutie. Fie G intersectia dreptelor AD si BC. Atunci CD este linie mijlocie in
triunghiul ABG..............

Rezulta cd DFE este mediana in triunghiul dreptunghic AEG, deci DE = DA ..10p

Alta solutie. Fie DF || BC, F € AB. Atunci AF = F B, deci DF trece prin mijlocul

Rezulta cd DF este mediatoarea segmentului AF, deci DE=DA ............. 10p

Problema 4. Pe un cerc de centru O se considerd punctele distincte A, B, C
astfel incat AB = BC si in interiorul cercului se ia punctul D astfel incat triunghiul
BCD sa fie echilateral. Dreapta AD taie cercul a doua oara in punctul E. Aratati
ca triunghiul DEOQO este isoscel.

Solutie. Din BA = BD reiese /ZBAD = ZBDA. Deducem /BDFE = 180° —

ZBDA=180°— ZBAD = /BCE ...t 6p
Apoi /BEA=3AB=3iBC=/BEC ..................c0iiiiiiii 6p
Obtinem astfel ABED = ABEC (ULU)........cooiiiiiiii i 3p

Rezultd /EBC = 1/DBC = 30°, deci /EOC = CE = 2. /ZEBC = 60°. Astfel

triunghiul OEC' este echilateral, deci OF = CE = DE

....................................................... 6p



